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L’interaction gravitationnelle

Introduction

Des quatre interactions fondamentales, la gravitation nous est la plus familiére. Sur la Terre,
ses manifestations sont diverses : la chute des corps, le phénomeéne des marées, etc... Paradoxale-
ment, elle est aussi la plus énigmatique des interactions d’un point de vue fondamental. Depuis
qu’Einstein a établi la théorie de la relativité générale vers 1915, on sait en effet que la gravita-
tion est une force de nature “géométrique” intimement liée & la déformation et a la structure de
I'espace-temps, ce qui lui confére un statut tres différent de celui des trois autres interactions.
Elle régit la dynamique des grandes structures de I'Univers (étoiles, galaxies et autres objets
astrophysiques) et la dynamique de I’Univers lui-méme dont on sait aujourd’hui qu'il est en
expansion accélérée.

Dans une certaine mesure, la gravitation est bien la seule des interactions & pouvoir se
manifester dans 1'Univers & des échelles trés différentes allant de celle de 'Homme 3 celle
de I'Univers tout entier en passant par celle des étoiles par exemple. Ce n’est “que” dans la
dynamique de l'infiniment petit qu’elle semble ne jouer aucun réle...

Ce probléme a précisément pour ob jet d’étudier les manifestations de la force de gravitation
a différentes échelles. La premiere partie est consacrée & I'étude de la gravitation sur Terre.
Dans la deuxi¢me partie, nous étudions des propriétés générales de la gravitation classique.
La troisieme partie a pour but d’illustrer le réle primordial du champ de gravitation dars les
étoiles. Enfin dans une quatriéme partie, on étudie 'effet de lentille gravitationnelle, phénomeéne
dont 'observation a permis de valider la théorie d’Einstein de la gravitation.

Les parties sont indépendantes les unes des autres. A Tintérieur méme des parties, les sous-
parties sont largement indépendantes les unes des autres.
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- Formulaire
1. Analyse vectorielle

En coordonnées cartésiennes associées & la base (€, €, ), les opérateurs d’analyse vecto-
rielle sont déterminés & partir de 'opérateur gradient (ou nabla) V :

vz 0000
T ozt T 5%

par les relations suivantes :
_— . — — — — —_— = — —
grad(f) = V(f), div(V) =V.V, rot(V) = VAV

pour toute fonction f(z,y, 2) et tout vecteur V(z, y, z).
L’opérateur Laplacien est défini par :

0% f 32 0’f

or? 022

A(f) = V-V(f) =

En coordonnées sphériques associées & la base (&, &, €¢), Popérateur nabla est :

= of lc'i?fﬂ L8
vif) = ar &+ ro8° +rsin935%

pour toute fonction f(r, 6, ®).
Le théoreme d’Ostrogradski donne :

/ / div(V) &3 = ﬁ V. id%
D S

pour tout vecteur V, tout domaine D de I’ espace dont le bord est la surface fermée S de normale
sortante 7.

2. Constantes fondamentales

Masse de la Terre : My = 5,97 x 10* kg

Rayon de la Terre : Ry = 6,40 x 10% km

Masse du Soleil : Mg = 1,99 x 10% kg

Rayon du Soleil : Rg = 6,95 x 105 km

Constante gravitationnelle : Gy = 6,67 x 10~ m® kg~1.5~2
Constante de Planck : h = 6,62 x 1073 m2.kg.s~!

Vitesse de la lumiére dans le vide : ¢ = 2,99 x 105 km.s~!
Constante de Boltzmann : kg = 1,38 x 1072 m? kg.s 2. K~!
Charge élémentaire : e = 1,6 x 1071 C

Permittivité du vide : £y = 8,85 x 10712 m—3 kg 1.s* A2
Masse du proton : m, = 1,67 x 107%" kg

Masse du neutron : m, = 1,68 x 10~%" kg

Masse de 'électron : m, = 9,11 x 103 kg

Masses atomiques de I’hélium : m(*He) = 5,01 x 10~27 kg et m(4He) 6,63 x 10727 kg

3
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1 La gravitation terrestre

Comme nous I'avons déja souligné en introduction, la gravitation est certainement la plus
familiere des interactions pour I'Homme car elle se manifeste en permanence dans notre quoti-
dien. 1l n’est donc pas étonnant de constater que dans I’histoire de la physique. la gravitation
ait été la premieére des interactions fondamentales & étre correctement comprise et formalisée,
d’abord par Galilée puis par Newton qui a établi les lois de la gravitation universelle classique.

Cette partie a pour objet I'étude de certains aspects de la gravitation terrestre. Dans un
premier temps, on étudie le champ de pesanteur en montrant qu’il differe du champ de gravita-
tion. Dans une deuxiéme partie, on montre comment s’échapper de la surface de la Terre, soit
en se libérant totalement du champ gravitationnel terrestre, soit en se placant en orbite autour
de la Terre.

1.1 Le champ de pesanteur

Le poids de tout corps massif sur la Terre est essentiellement df a I’attraction gravitation-
nelle que la Terre exerce sur ce corps mais pas seulement. La rotation de la Terre sur elle-méme
a aussi une influence sur le poids que nous allons étudier dans cette partie.

1. La Terre n’est pas parfaitement sphérique. Est-elle plus aplatie aux poles ou a I'équateur ?
A quoi est dii cet aplatissement ? En raison de cet aplatissement, le champ de gravitation
est-il plus important aux péles ou & I'équateur ? On donnera une Justification précise a
cette derniére question. ‘

2. A partir de maintenant, on suppose a nouveau que la Terre est une distribution parfaite-
ment sphérique de masse. Déterminer la force de gravitation F;, exercée par la Terre sur
un objet de masse m immobile & la surface de la Terre. En déduire que I:'; = mgp oll on
donnera I'expression de 'accélération de pesanteur gy en fonction de Ry, My et On et
d’un vecteur unitaire soigneusement défini.

3. En outre, la Terre tourne autour de son axe nord-sud avec une vitesse angulaire wyp
supposée constante. Calculer wy en supposant qu’un jour dure exactement 24 heures.

4. On considére un objet M de masse m se trouvant a la latitude A & la surface de la Terre.
Ce point est immobile par rapport a la Terre et donc tourne & vitesse angulaire constante
par rapport au référentiel géocentrique.

a. Définir le référentiel géocentrique. On le supposera galiléen par la suite.

b. Décrire précisément la trajectoire de ’objet M dans le référentiel géocentrique. On
fera un schéma explicatif.

c. Apres avoir introduit un systéme de coordonnées adéquat, déterminer la vitesse 7 et
Paccélération @ du point M dans le référentiel géocentrique. On fera un schéma, pour
décrire le systéme de coordonnées choisi.

d. En déduire que, dans le référentiel terrestre, le point M subit une force E., dite
d’entrainement, dont la norme F, est donnée par I’expression : '

Fe = mRrw? cos()). (1)

On précisera sa direction et son sens. Donner lordre de grandeur de cette force
d’entrainement pour une masse m = 1 kg. Expliquer pourquoi le point M reste
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immobile dans le référentiel terrestre méme s’il est constamment soumis & cette
force d’entrainement.

e. Ainsi, si on tient compte de la rotation de la Terre sur elle-méme, le poids P d’un
corps de masse m immobile & la surface de la Terre est la somme de la force d’en-
trainement F, et de la force de gravitation F;, exercée par la Terre. Déterminer I’écart
angulaire entre la direction de P et la direction donnée par le rayon de la Terre pas-
sant par M en fonction de A, go, Ry et wy. Faire ’application numérique pour A = 45
degrés.

f. Lorsque le point M n’est pas immobile dans le référentiel terrestre, il subit une
force supplémentaire en plus de F, et de F"g. Quelle est cette force ? Donner deux
manifestations concretes de cette force.

1.2 S’échapper de la surface de la Terre

Une des prouesses“technologiques du siécle dernier a été de pouvoir s’échapper de la surface
de la Terre afin d’envoyer Hommes, satellites et instruments de mesure hors de ’atmosphére
soit pour observer la Terre d’en “haut” soit pour observer I'espace. Cette partie a pour but
d’aborder succinctement la mise en orbite autour de la Terre.

1. Pour libérer un objet M de masse m de l'attraction gravitationnelle terrestre, on comprend
qu’il est nécessaire de le “lancer” vers l'espace avec une vitesse suffisamment importante.
La vitesse de libération de la Terre v; est précisément la vitesse minimale avec laquelle on
doit lancer objet pour qu’il s'échappe. En appliquant le théoréme de ’énergie mécanique
a l'objet M entre deux instants bien choisis, déterminer la vitesse de libération v; en
fonction de P’accélération de la pesanteur gy supposée constante a la surface de la Terre.

Calculer v, numériquement en prenant g = 9,8 m.s2.

2. Pourquoi la vitesse de libération ne dépend-elle pas de la masse de 'objet M 7 En pratique,
est-ce effectivement le cas ? Pourquoi ?

3. Un satellite (ou une station spatiale) en orbite autour de la Terre s’est il échappé de
lattraction gravitationnelle 7 Comment expliquer alors qu'un astronaute, dans une station
spatiale par exemple, soit en “apesanteur” ?

4. On veut maintenant étudier plus en détail les trajectoires possibles des satellites que
I’Homme envoie dans I’espace. Pour cela, on suppose que le satellite est un point matériel
M de masse m soumis uniquement & 'attraction gravitationnelle terrestre. En outre, le

centre O de la Terre est supposé immobile et le satellite est repéré par le vecteur position
—_—

T=0M.

a. Dans quelles circonstances est-il légitime de supposer que le centre de la Terre est
immobile ?

b. Appliquer le principe fondamental de la dynamique au point M afin d’écrire
I’équation différentielle satisfaite par 7.

c. En déduire que le vecteur L = 7 A ¥ est constant au cours du temps. Quel est le
sens physique du vecteur ¢ = mL? Conclure que le mouvement du satellite est
nécessairement plan. Caractériser le plan de la trajectoire : justifier en particulier
que le centre de la Terre O est dans le plan de la trajectoire.

Tournez la page S.V.P.



d. Il est donc plus judicieux de travailler en coordonnées polaires qu’en coordonnées
sphériques. En outre, on choisit O comme étant ’origine du systéme de coordonnées
polaires. Ce systeme de coordonnées est illustré sur la figure (1). Le satellite est ainsi

y —-
€ E,
)
l@
T
@)

F1G. 1 — Le systeme de coordonnées polaires est défini par rapport & un systéme de coordonnées
cartésiennes arbitraire déterminé par les axes (Oz) et (Oy). Le point M est alors repéré par
I'angle € et la distance 7 = OM. La base (€., €g) des coordonnées polaires est mobile.

repéré par ses coordonnées polaires (7,6). Déterminer les expressions du vecteur
position 7, du vecteur vitesse ¥’ et du vecteur accélération @ dans la base (€, &) des

coordonnées polaires.

R e s deé
e. Calculer la norme L du vecteur L = ¥ A ¥ introduit ci-dessus et en déduire que TQ-&;

est une constante qu’on donnera en fonction de L.

f. En projetant 'équation du principe fondamental de la dynamique dans la direction
€., montrer que la coordonnée r satisfait ’équation différentielle suivante :
dg'f‘ o L2 : gNﬂ/fT
dez 3 72
g. En déduire que tout se passe comme si le satellite M était décrit comme une particule
fictive de masse m qui se déplace seulement dans une dimension (dont on notera r
la coordonnée) soumis & une force qui dérive d’une énergie potentielle V (r), qualifiée
d’effective, que I'on déterminera.

: (2)

h. Calculer ’énergie mécanique totale E du satellite et montrer qu’elle se met bien sous
la forme

1 dr? s

=

Justifier que E se conserve.
i. Tracer 'allure de V' (r) et discuter les trajectoires possibles du satellite en fonction
de E. On distinguera en particulier les états qualifiés de liés de ceux dits de diffusion.
j. Dans le cas ou le satellite est en orbite autour de la Terre, la trajectoire est fermée.
Déterminer alors la distance minimale 7,,;, et la distance maximale 7,,,,, du satellite
au centre de la Terre en fonction de E en particulier.

k. Pour finir, on lance un objet de masse m depuis la surface de la Terre avec une
vitesse qui fait un angle a avec la verticale et de norme vy. Donner les expressions
de L et de E correspondantes. Déterminer une condition impliquant en particulier
les grandeurs « et vy pour que l'objet ne s’écrase pas sur la surface de la Terre.



2 Les lois de la gravitation

Cette partie a pour but d’étudier les propriétés générales du champ gravitationnel dans un
premier temps. Dans une deuxiéme sous-partie, nous nous attacherons & comprendre comment
Cavendish a pu mesurer la constante gravitationnelle Gy.

2.1 La gravitation universelle
a. Généralités
1. Quelles sont en plus de la gravitation les autres interactions fondamentales ? Pour chacune
d’entre elles, décrire succintement une situation physique ot elle se manifeste.

NS

Les coincidences de I'Histoire font que Newton est né un an (quasiment jour pour jour)
apres la mort de Galilée. A quelle période ont vécu ces deux personnalités ?

3. Galilée a apporté une contribution immense dans la compréhension de la gravitation. Il
a en effet énoncé le principe d’équivalence qui stipule I’égalité entre la masse inerte m; et
la masse pesante m, d’un méme corps. Définir ces deux notions.

4. Par la suite, on notera m = m; = m, la masse d’un corps sans préciser si elle est inerte
ou pesante. La conséquence immédiate de ce principe est que “les corps chutent tous de
la méme fagon dans un champ de gravitation en I’absence de toute autre force”. Décrire
une expérience qui permette d’illustrer cette assertion.

b. Champ, potentiel et énergie gravitationnels

Depuis Galilée et Newton, la formulation de la gravitation classique s’est affinée et on sait
déterminer (en principe) le champ de gravitation créé par un corps massif non nécessairement
ponctuel mais étendu donc plus réaliste : on parle alors de distribution de masse. Une distribu-
tion de masse volumique p crée un champ gravitationnel (supposé statique) G qui satisfait les
équations locales suivantes : -

div(G) = —4nGnp et 1ot(G) = 0 (4)

by . “_} - Fa . -
ol div et rot sont respectivement les opérateurs divergence et rotationnel.

1. Comment s’exprime la force de gravitation exercée par une distribution de masse sur un
point matériel M de masse m en fonction du champ gravitationnel G ?

o

Dresser une analogie entre les équations (4) et celles de 1’électrostatique. Quelle est la,
différence fondamentale entre 1'électrostatique et la gravitation ?

3. Ecrire les équations de la magnétostatique. Ces derniéres sont-elles également équivalentes

a celles de la gravitation ?

4. Le potentiel gravitationnel est pour G I'analogue de ce qu’est le potentiel électrostatique
V pour le champ électrique. Laquelle des deux équations précédentes (4) permet d’assurer
I'existence d’un potentiel gravitationnel ® pour le champ de gravitation G ? Ecrire le lien
entre ¢ et G. En déduire que le potentiel gravitationnel satisfait I’équation de Poisson :

Ad = 4nGnp. (5)

=1
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9. On suppose que la distribution de matiére est confinée dans une région D finie de I'espace :
alors p(P) = 0 en tout point P qui n’est pas dans D. Dans ce cas, il est toujours possible
de déterminer un potentiel ®(M) qui s’annule lorsque M est infiniment éloigné de D. Ce
potentiel est en tout point M donné par :

‘ P ,
(M) = —Gn / / /B "jff;d?*-r (6)

ou l'intégrale porte sur le domaine D; d37 est I’élément de volume infinitésimal au voisi-
nage du point P et MP est la distance de M & P. Justifier par un argument “physique”
que, lorsque M est trés éloigné de D, ce potentiel se comporte de la facon suivante

®(M) ~ _g_"*’?ﬁ (7)

oit My, est la masse totale de la distribution et 7 est la distance “caractéristique” entre
un point quelconque de D et M. Commenter ce résultat en le comparant au potentiel créé
par un point matériel. .

6. On considére maintenant une particule ponctuelle au point M de masse m dans le champ
gravitationnel créé par la distribution de masse volumique p précédente. Montrer que la
force gravitationnelle subie par cette particule est conservative et exprimer son énergie
potentielle e, (M) au point M en fonction du potentiel gravitationnel ®(M). On supposera
que e,(M) s’annule lorsque M est infiniment €loigné de la distribution D. En déduire que
Iénergie potentielle e,(M) peut s’interpréter comme le travail nécessaire & fournir pour
déplacer de fagon infiniment lente la particule ponctuelle de masse m depuis I'infini jusqu’a
sa position M. Justifier alors “physiquement” le signe de I’énergie potentielle.

7. Par analogie, on définit 'énergie potentielle gravitationnelle £, de la distribution de masse
comme la somme de tous les travaux nécessaires pour déplacer chacune des parties de D
depuis l'infini jusqu'a sa position finale. Montrer alors que I’énergie potentielle gravita-
tionnelle s’écrit sous la forme :

E, = % / f /D o(P)&(P)d*r . (8)

On justifiera en particulier le facteur 1/2.

c. Le théoréme de Gauss pour la gravitation

L’expression intégrale (6) est en principe suffisante pour déterminer le potentiel gravita-
tionnel ® et donc le champ gravitationnel G de toute distribution de masse volumique p. En
pratique, une telle intégrale n’est pas toujours évidente & manipuler et on préfere souvent appli-
quer une autre méthode pour déterminer G. Cette nouvelle méthode s’appuie essentiellement
sur le théoréme de Gauss.

1. Enoncer le théoréme de Gauss pour déterminer le champ électrostatique E créé par une
distribution électrique de charge par unité de volume %

2. En s’appuyant sur Panalogie établie entre Pélectrostatique et la gravitation, montrer que le
champ gravitationnel G créé par une distribution de masse volumique p satisfait I'identité :

# G(P) - fid% = —4AmGN Min, (9)

8
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ol S est une surface fermée et M;,, est la masse contenue dans le domaine de I’espace se

trouvant & l'intérieur de la surface S. En outre, dans l'intégrale surfacique, 7 désigne la

normale sortante et d?c est 1'élément de surface infinitésimal au voisinage du point P.
3. Montrer qu’on peut obtenir cette égalité directement & partir de I'une des équations (4).

4. L’application du théoréme de Gauss nécessite de choisir une surface S. Or le choix de cette
surface se fait en utilisant les symétries de la distribution de masse. Comment les symétries
de la distribution de masse restreignent-elles la forme de son champ gravitationnel G ?

d. Etude d’une distribution sphérique homogéne

Afin d'illustrer les notions précédentes, on considere comme distribution de masse une boule
de rayon R et de masse volumique uniforme p. On consideérera des situations physiquement plus
pertinentes lorsqu’on étudiera les étoiles dans la partie suivante.

On choisit donc comme repére un systéme de coordonnées sphériques dont le centre O est
confondu avec le centre de la distribution. On notera (€, &, €,) la base de vecteurs associée.

1. Justifier avec précision que le champ gravitationnel est nécessairement de la forme
G = —-G(r)é. (10)

ol G(r) est la norme du champ gravitationnel.

2. Déterminer alors en appliquant le théoréeme de Gauss la fonction G(r). On distinguera les
casT > Ret r < R. Tracer la fonction G(r) en fonction de r. Calculer la valeur du champ
gravitationnel go = G(R) a la surface de la distribution.

3. Expliquer par des arguments physiques 1’allure de G(r) lorsque 7 > R et 7 < R.

4. Déterminer le potentiel gravitationnel ®(r) de la distribution sachant qu’il s’annule &
Pinfini.

5. Calculer I'énergie potentielle gravitationnelle de la distribution et montrer qu’elle se met
sous la forme

Gy M
E, = ¢ 11
(1)
ou M, est la masse totale de la distribution et & est un facteur numérique qu’on

déterminera.

e. Etude d’une distribution sphérique non-homogéne

On étudie maintenant quelques propriétés de I’énergie gravitationnelle d’une distribution
sphérique de masse non-homogene et de rayon R. Cette situation est physiquement plus
intéressante que celle d’une distribution homogene car elle permet de modéliser correctement
certaines étoiles. On associe un systéme de coordonnées sphériques a la distribution dont le
centre O est l'origine du systéme. La masse volumique p(7) ne dépend que de la coordonnée
radiale 7.

1. On note M(r) la masse contenue dans la boule de rayon r. Montrer alors que :
M(r) = j a7 p(r') dr' . (12)
0

9
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Pour cela, on rappelle que 1'élément de volume infinitésimal s’écrit en coordonnées
sphériques d3r = r%drsin8dfdy ot 6 € [0,7] et ¢ € [0,27]. En supposant que r < R,

établir le lien entre p(r) et 3 Que vaut gr>RT
T r

2. En utilisant la relation précédente et en reprenant la définition de 1’énergie potentielle
gravitationnelle E,, montrer que E, peut s’écrire sous la forme :

‘ 1 (= d®(r) I N
Ep = —?)—‘/O ﬂf(?‘)—a—r-—d?‘ + -2-4!1/]5(1)00 flu)

=

ou @, est la valeur du potentiel gravitationnel lorsque 7 — o0. On posera ®., = 0 par la
suite.

3. En utilisant la relation entre le potentiel gravitationnel ®(r) et le champ gravitationnel
G(r), écrire E, comme une intégrale faisant intervenir la masse M (r) et la norme du
champ gravitationnel G(r).

4. En utilisant le théoréme de Gauss, déterminer G(r) en fonction de M(r).

5. En déduire finalement que 1’énergie potentielle gravitationnelle de 1’étoile peut s’écrire
sous la forme :

® G o ,
E, = —/ gﬂ;@aﬁr?p(r‘) dr = —f Q—NT—I(L)4?TT29(T) dr. (14)
0 0

6. Interpréter physiquement cette expression.

2.2 La mesure de la constante gravitationnelle Gn

C’est dans le but de “peser” la Terre que Cavendish, physicien britannique du 18ime siecle,
a mesuré pour la premiére fois la constante gravitationnelle Gy. La mesure de Gn permet en
effet de déterminer la masse de la Terre My si on connait en particulier son rayon Ryp.

1. Cavendish a utilisé un pendule de torsion pour mesurer la faible attraction gravitationnelle
entre des spheres métalliques. Pour quelles raisons, n’a-t-il pas simplement utilisé un
ressort afin de déterminer ’interaction gravitationnelle (et donc Gy') par la mesure de son
allongement ?

2. Le pendule de torsion est schématiquement représenté et décrit sur la figure (2). On
suppose qu’en l'absence des boules de masse M, la position d’équilibre du pendule est
fixée & 6§ = 0. Lorsque le pendule est écarté d’un angle 6, le fil de torsion produit un
moment de rappel M, = —C@ (par rapport a 1’axe du fil de torsion) o1 C' est la constante
de torsion du fil.

a. Donner la dimension de C.
b. On montre alors que le mouvement de I’an gle 0 est déterminé par I’équation suivante
d2e dé
- /\—"- CQ = 0 (15
@ T lae (15)

ou I et A sont des constantes positives dont on donnera la dimension. Interpréter
physiquement les trois termes de cette équation.

10
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F1G. 2 — Le pendule de torsion est constitué d’un fil métallique fixé & une extrémité et attaché
par son autre extrémité au milieu O d’une barre rigide au bout de laquelle sont placées deux
boules identiques de centres A, et A, et de masse m. La position du pendule est repérée par
angle 6 représenté sur le schéma. En placant deux autres boules identiques de masse M et
de centres B; et B; a proximité de celles du pendule, on crée un moment de forces dii & la
gravitation qui déplace la position d’équilibre du pendule. La mesure de cette nouvelle position
d’équilibre permet de déterminer Gy. On propose & gauche une vision en perspective et & droite
une vision de dessus du pendule.

c. Sous quelle condition satisfaite par les constantes I, A et C le pendule oscille-t-il ?
Dans ce cas, donner I'expression de la “pseudo-période” Ty ainsi que I’expression
du temps caractéristique 7 du régime transitoire en fonction de I, A et C. Donner
'allure du graphe 6(t) dans le cas ol le pendule oscille. On précisera en particulier
la valeur 6., de 6(t) lorsque t — oo.

3. Maintenant, on approche les boules identiques de masse M du pendule. Ces boules exer-
cent une force de gravitation sur les boules de masse m qui produit un moment de force
supplémentaire M(f) (par rapport & I'axe du fil de torsion) qui dépend a priori de 6.

a. Comment est modifiée I’équation du mouvement (15)? Déterminer alors '’équation
satisfaite par la nouvelle position d’équilibre 6, du pendule en fonction de C' et de
M,.

b. Pour simplifier le probléeme, les parameétres du dispositif sont choisis de maniére 3
ce que M,(6) varie trés peu en fonction de §. On peut donc faire I'approximation
My (0) ~ M,y(0) et on notera M, sa valeur (sans faire référence a I’angle 6). Le moment
des forces My = My, + M,z a deux contributions : une premiére contribution M,
due aux actions des boules de centres B; et B, respectivement sur celles de centres
A; et Ay ; une seconde contribution M5 due aux actions des boules de centres B et
B, respectivement sur celles de centres A; et A;. On négligera I’action des boules de
masse M sur la barre rigide du pendule. Donner les expressions de M,, et Mg, lorsque
& = 0 en fonction de la distance R = A;B; = A3 B, et de la longueur 2d = A, A, de la
barre rigide. On supposera pour cela que les boules de masse m sont “ponctuelles”.
En déduire I'expression du moment total des forces gravitationnelles :

GyMm i p
M, = 2—R2—d (1 = R+ (2d)2]3:”2 . (16)

11
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c. Connaissant la valeur de Gy donnée dans le formulaire, évaluer la valeur d’équilibre
0. sachant que m = 15 g, M = 1,5kg, d =5cm, R=4,5 cm et C = 0,6 x 108
N.m. Cette valeur de 0, est-elle mesurable ?

4. Aujourd’hui, on peut mesurer 6, avec une plus grande précision. Pour cela, on colle au
centre de la barre rigide un miroir plan sur lequel on envoie un rayon laser. En I’absence
des boules de masse M, le rayon laser arrive sur le miroir en incidence normale et est
réfléchi dans la direction incidente. En présence des boules, le miroir est incliné d’un
angle 0. et le laser n’y arrive plus en incidence normale, il est donc réfléchi dans une
direction différente de celle du rayon incident. Le dispositif est représenté dans la figure
(3).

a. Exprimer la valeur de I'angle o que forment le rayon incident et le rayon réfléchi en
fonction de 4,.

H Al
e
/ ' laser
0 O .
_____________________________ TSNP S S 0 .
y N\ @
/Lo écran
/ i N~ .
® o e
Ay o
sans les boules avec les bou:les

? L

F1G. 3 — La mesure de l'angle a permet d’accéder & la valeur de la constante de Newton Gn.

b. On place un écran & une distance L du miroir de sorte & observer le rayon réfléchi
comme indiqué sur le schéma (3). On observe alors sur cet écran un point lumineux
qui se trouve a une distance e du laser. Quel est I’ordre de grandeur de L pour que
la distance e soit de I'ordre du centimétre ? Commenter.

¢. L'expérience de Cavendish a permis de déterminer Gy avec une précision exception-
nelle a son époque. Celle-ci lui a également permis de “peser” la Terre en donnant
sa masse Mr. De queRe autre grandeur, que 1’on notera gg, a-t-on besoin en plus de
Gn et du rayon de la terre Ry pour effectivement déterminer Mr?

d. Comment aurait-on pu mesurer le rayon de la Terre Ry & I’époque de Cavendish ?

e. Comment Cavendish aurait-il pu mesurer la grandeur que 1’on a notée go?

Pour conclure, on peut souligner que Cavendish a mesuré la densité moyenne de la Terre avec
une telle précision que cette mesure a servi de référence pendant plus d'un siecle!
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3 La gravitation dans les étoiles

La gravitation est au cceur de la formation et de 1’évolution des étoiles. Mais cette inter-
action ne permet pas de comprendre a elle seule toutes les propriétés stellaires et il est méme
remarquable de constater que toutes les interactions ont leur réle & jouer dans les étoiles. Dans
cette partie, nous verrons comment les différentes interactions se manifestent de facon essentielle
dans les étoiles.

3.1 Equilibre mécanique dans une étoile

En son temps, Newton avait déja émis I'hypotheése que auto-gravitation était responsable
de la formation des étoiles dans le sens o, dans un amas de “particules”, celles-ci peuvent
s’attirer entre elles du fait de I'interaction gravitationnelle pour former ensuite éventuellement
une étoile.

a. Temps d’effondrement sous ’effet de la gravitation

On suppose dans cette partie que 1’étoile est isolée dans 1'Univers et qu’elle est constituée
d’un gaz de particules de masse totale M. Cette étoile est supposée étre une distribution &
symétrie sphérique de centre O et de rayon R, : on lui associe un systéme de coordonnées
sphériques. Les particules constituant 1'étoile ne sont sujettes qu’a l'attraction gravitationnelle
exercée les unes sur les autres.

1. A l'instant initial, ¢ = 0, le rayon de I’étoile est R,. Par un argument physique, décrire le
seul état d’équilibre possible pour une étoile de particules soumises seulement & 1’attraction
gravitationnelle.

2. On considére dans cette étoile une particule M qui se trouve constamment “au bord” de
’étoile lors de son évolution. En supposant que la particule n’est soumise qu’a I’attraction
gravitationnelle de la part de I’étoile et qu’elle n’a pas de vitesse initiale, justifier que cette
particule a une trajectoire rectiligne.

3. Ecrire I’équation d’évolution pour le vecteur position 7(t) = OM (t).

4. En intégrant une fois I’équation différentielle pour la coordonnée radiale 7(¢), montrer que
la vitesse de la particule au bord de 1’étoile est donnée par la relation :

k1
’Uz = 2 N;’l«fs (; —-R—s) . (17)

Cette expression est-elle réaliste ? pourquoi ?
5. Déduire alors que I'étoile s’effondre au bout d’un temps t.ss donné par :

s R3 /2 p1 7
; = 2 b : 8
s (ggﬁ”}"’-{s) A e 3 - (18)

On admettra que [ 1/z/(1 — z)dz = 7/2.

6. Si on suppose que I’étoile a initialement une masse volumique uniforme p, exprimer le
temps d’effondrement en fonction de p. Commenter le résultat obtenu.

7. Estimer le temps d’effondrement t.;; pour une étoile qui a les caractéristiques du Soleil
données dans le formulaire. Comparer t.ss avec le temps de vie du Soleil. Commenter la
différence.

13
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~ b. Effet de la pression

Comme on pouvait s’y attendre, la seule gravitation ne peut pas expliquer 1’équilibre d’une
étoile puisqu'une autre force, de nature répulsive, est nécessaire pour éviter que l'étoile ne
s'effondre. Il existe en fait au sein des étoiles des forces de pression dont effet s’oppose & celui
de la gravitation. Les effets de la gravitation et de la pression se compensent totalement lorsque
I’étoile est en équilibre.

Afin de tenir compte de la pression, on adoptera & partir de maintenant un modele “Auide”
de I’étoile : on suppose alors que I’étoile est un milieu continu décrit par une masse volumique
p et une pression P. L’étoile est toujours supposée étre a symétrie sphérique : on note O son
centre et on lui associe un systeme de coordonnées sphériques.

1. On considére une couronne sphérique (d’épaisseur infinitésimale dr) comprise entre r et
T +dr.

a. Déterminer les forces de pression qui s’appliquent sur un élément infinitésimal cylin-

drique (d’'épaisseur dr et dont la base & une surface d%S) de cette couronne sphérique.

b. Calculer la masse ém de cet élément infinitésimal de la couronne sphérique. En
déduire la force gravitationnelle qu’exerce I’étoile sur cet élément infinitésimal de la
couronne sphérique en fonction de p et de la masse M(r) contenue dans la boule de
rayon T.

c. En déduire la relation & 1’équilibre mécanique :

dr r2 ’ R

d. Retrouver cette équation directement & partir de I’équation de I’hydrostatique :
—— e .
grad(P) = —pgrad(®) (20)

ou ® est le potentiel gravitationnel créé par 1’étoile.

2. Cette équation n’est pas suffisante pour déterminer I’état d’équilibre de I’étoile. Il est
nécessaire de se donner en plus une équation d’état. On suppose, dans un premier temps,
que p est uniforme.

a. Calculer M(r). En déduire I’expression de P(r) en supposant que P(0) = F,.
b. En analysant I’expression de P(r), déterminer le rayon R, de ’étoile.

c. Montrer alors que la masse M, de 'étoile est donnée par la formule :

GPC'? /2 )
M, = (Wg3,,o4) : (21)

Discuter la relation entre M, et p.

3. En guise de deuxiéme exemple, on suppose que le gaz de particules dans ’étoile satisfait
maintenant 1’équation P(r) = Ap(r)? ol ) est une constante.

a. Dans ce cas, on ne peut plus intégrer directement ’équation traduisant ’équilibre
hydrostatique (19) pour déterminer P(r). Pour contourner ce probléme, on cherche
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a déterminer une équation pour la masse volumique p(r). Pour cela, déterminer une

dM = : :
relation entre —df— et p de laquelle on déduira I’équation du second ordre suivante :

L4 {2 dP

—-—|———) = —4 : 22

r2dr (p(r) dr) ™G p(r) (22)

b. En déduire une équation différentielle satisfaite par p(r) et montrer qu’elle se met
sous la forme : '

d? 2mGn
_— — - = : 9
Stor) = 20, (23)

c. Déterminer alors la densité p(r) de I’étoile et montrer qu’elle s’écrit nécessairement
sous la forme
sin(r/a S
p(r) = poa L) (24)
oll po est la masse volumique au centre de 1’étoile et a une longueur caractéristique
que 'on déterminera en fonction de Gy et A.
d. Représenter I'allure de p(r). En déduire, par des arguments physiques, le rayon R;
de I’étoile dans ce modele en fonction de a.
e. Déterminer R, en fonction de la pression F, et de la densité py au centre de ’étoile.
Comparer ce résultat & celui obtenu dans le cadre du modele précédent. Commenter.

f. Déterminer la masse M, de I’étoile dans ce modele.

c. La masse de Chandrasekhar

Les deux modeles précédents permettent de donner un ordre de grandeur intéressant pour le
rayon R; et la masse M d’une étoile en équilibre sous certaines conditions. Ils sont d’autant plus
intéressants qu’il est possible de les intégrer totalement. Ce n’est toutefois généralement pas le
cas. Si le gaz de particules dans l'étoile a un comportement polytropique, tel que P = Ap” ou A
et v sont des constantes, on ne peut pas résoudre analytiquement 1’équation de I’hydrostatique
si v est quelconque. On peut cependant étudier quelques aspects de cette situation.

1. Que vous évoque ’équation du comportement polytropique P = Ap? 7

2. En introduisant la grandeur sans dimension v = (p/pg)""! ot py = p(0), montrer qu’il
est possible de trouver une longueur caractéristique 7 telle que I’équation de I'équilibre
hydrostatique (19) devienne :

< id ( 2d"f’) e (25)

2dz \© dz
ol 'on dérive par rapport a la variable sans dimension z = r/r,. Déterminer n et r,. Il
s’agit de I’équation de Lane-Emden.
3. 11 est possible de résoudre numériquement cette équation lorsqu’on impose les conditions
suivantes
Woy—n (26)
d:I: \ s /s

au centre de 1’étoile. Discuter ces deux conditions, tout particuliérement la deuxieme.

P(0)=1 et
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4. Lorsque n < 5, on montre que ¥ (z) décroit de facon monotone et s’annule pour la valeur
Ts : ¥(zs) = 0. En s’inspirant des exemples étudiés précédemment, déduire la valeur du
rayon R, de I'étoile en fonction de z;, et de r,.

5. On peut en outre calculer la masse de 1’étoile M, dans ces modeles. Si on tient compte
des effets dus & la relativité et & la mécanique quantique, on montre que M, ne peut pas
excéder la masse dite de Chandrasekhar My, qui est donnée par :

Mmoot GREET (27)
A \/28':rm§ Gn -

ou my, est la masse du proton, h est la constante de Planck et ¢ la vitesse de la lumitre
dans le vide.

a. Discuter la présence des constantes fondamentales dans I'expression de la masse de
Chandrasekhar. En particulier, justifier la présence de la masse du proton m, dans
cette expression.

b. Faire I'application numérique pour Mgy, et la comparer avec la masse du Soleil.

¢. Que se passe-t-il si la masse de I’étoile devient, lors de son évolution, plus grande
que la masse de Chandrasekhar ?

d. Stabilité de I’équilibre dans une étoile

Dans les questions précédentes, nous avons montré comment déterminer 1'état d’équilibre
d’une étoile. En particulier, de “simples hypothéses” permettent d’accéder au rayon R, et a la
masse M; de I'étoile. Dans cette partie, nous allons aborder la question de la stabilité de I’état
d’équilibre d'une étoile sous I'effet d’une perturbation.

Pour cela, on suppose que étoile est un fluide formé d’atomes de masse m. Ce fluide
forme un gaz parfait caractérisé a I’équilibre par une masse volumique py, une pression Py, une
température Tj et une vitesse macroscopique ¥, nulle.

L’état d’équilibre est perturbé dans le sens ot la masse volumique devient p = py + p1, la
pression devient P = Py + Py, le fluide acquiert une vitesse #, alors que la température reste
constante. Les perturbations p;, P, et ¢; sont des infiniment petits d’ordre un et ne sont ni
uniformes ni constantes dans le temps : elles sont donc des fonctions de la position 7 et du
temps 1.

1. Ecrire I’équation d’état du fluide formant ’étoile en fonction de P, p, kg, Ty et m. En
déduire en particulier une relation entre P, p; et Tp.

bo

Ecrire I'équation de Poisson permettant de déterminer le potentiel gravitationnel ® créé
par I'étoile & partir de la masse volumique p. Par la suite, on écira ® — Do+ P, ou Py est
le potentiel gravitationnel & I’équilibre alors que ®; est le résultat de la perturbation. En
déduire I’équation liant ®; et p;.

3. En plus des deux équations précédentes, les grandeurs qui caractérisent le fluide satisfont
les deux relations vectorielles suivantes :

% + div(p;) = 0 (28)
,o(%?;—w(al-gra&m) — —zrad(P) — pirad(®). (29)
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a. Que sont ces deux équations? Donner leur sens physique.

b. Ecrire 1’équation (29) & l'ordre 0 en perturbation. Retrouver I’équation de 'hydro-
statique.
c. Ecrire les équations (28) et (29) & l'ordre 1.
4. Ces équations sont en général compliquées a manipuler. Pour les simplifier on fera deux
hypotheses :
— les grandeurs a 1'équilibre sont uniformes : Ty, Fy, ®g et po sont constants;
— le probléeme est unidimensionnel, c’est a dire que les fonctions ne dépendent que de la
coordonnée cartésienne z et de la variable t : py(z,t), P(z,t), ®(z,t) et ) = vi(z,t)€;.
Ces hypotheses sont physiquement irréalistes mais elles vont grandement simplifier ’ana-
lyse mathématique du probléme sans conduire & une conclusion physique incorrecte.

a. Déduire de ces hypotheses que les équations obtenues précédemment deviennent :

8,01 (%1 3’01 8P1 @@1

e - - = 0 Gt il sl e . 30
ot " Moz "5t oz oz (30)
b. Montrer & partir des deux équations précédentes que P, p; et &, satisfont I’équation
suivante :
o2 %P 5%
1 1 Lo (31)

ot 9z~ PPgg

c. En utilisant les résultats des questions 1 et 2 ci-dessus, montrer enfin que la pertur-
bation p; satisfait ’équation de propagation suivante :

& 2 & p1

C [
ot? * Ox?

ol ¢, est une grandeur qu'on déterminera en fonction de kg, Ty et m.

- 47TQN,00,01 =0 (32)

d. L’équation précédente est en fait I’équation de propagation d'une onde sonore. Don-
ner la dimension de ¢ et interpréter physiquement cette grandeur.

5. On cherche une solution (en notation complexe) & I’équation (32) sous la forme d’une
onde plane progressive “monochromatique” : p;(z,t) = Aexp(i(kz — wt)) ou A, k et w
sont des constantes.

a. Quelles sont les dimensions et les significations physiques des grandeurs w et k7
Montrer qu’elles satisfont nécessairement 1’équation de suivante :

—w? + 2k — aGnpo = 0. (33)

b. Lorsque la constante k est fixée, donner la condition pour que w soit un nombre

réel. Comment interpréter la solution de ’équation de propagation si w est purement

imaginaire ? En déduire une condition sur k pour que ’état d’équilibre soit stable

sous l’effet de la perturbation. Conclure que I’état d’équilibre est stable si sa longueur
d’onde A = 27 /k est plus petite qu'une longueur d’onde limite A; définie par :

'2 5
PR i (34
I Gnpo e

Ay est la longueur d’onde de Jeans.
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c. Pour avoir une interprétation physique de ce résultat, on suppose & nouveau que
I’étoile est une boule de rayon R, de masse volumique gy a I’équilibre. L’étoile est
perturbée : il se propage donc une onde “sonore” a la vitesse c, dans 1'étoile. L’étoile
sera stable seulement si le temps de propagation de ’onde sonore & travers I’étoile
est plus petit que le temps d’effondrement de 1’étoile. Discuter cette condition.

d. En déduire alors, en utilisant (18) pour le temps d’effondrement de 1’étoile, que 1’'on
peut supposer 1’étoile stable lorsque :
R? 3
2 < -—"'-"' -
c? 32Gw po
Comparer cette condition a celle obtenue ci-dessus (34). On ne s’intéressera qu’aux
ordres de grandeurs.

(35)

3.2 Aspects énergétiques : réactions nucléaires

Dans cette partie, on s’intéresse a la source d’énergie & 'intérieur des étoiles. Pour cela, on
suppose a nouveau que 1’étoile est une spheére de rayon R caractérisée, a 1’équilibre, par une
masse volumique p, un potentiel gravitationnel ®, une pression P et une température 7. On
continuera a noter O le centre de I’étoile et on lui associe un systéme de coordonnées sphériques
centré sur O. En raison de la symétrie sphérique, les grandeurs qui caractérisent 1’étoile ne
dépendent que de la coordonnée radiale . Comme dans la partie précédente, le gaz formant
I'étoile est composé d’un seul type d’atomes de masse m.

a. Le théoréme du Viriel

En utilisant le théoreme du Viriel, on montre dans cette partie que ’énergie gravitationnelle
n’est pas suffisante pour comprendre I’énergie émise par une étoile. Pour cela, on note M(r) la
masse d’étoile contenue dans une boule de centre O et de rayon r et M; = M(R;).

1. En utilisant I'expression (14) de l’énergie potentielle gravitationnelle et 1’équation de

I'hydrostatique (19) exprimer E, en fonction de la pression P(r) & 'intérieur de 1’étoile
et en déduire que :

Hs
E, = —3/ P 4qridr. (36)
6 :

2. On suppose maintenant que le gaz formant 1'étoile est parfait. Les variables P, p et T
satisfont donc I'équation du gaz parfait qu'on rappellera. En outre, I’énergie interne par
unité de volume du gaz u est celle d’'un gaz parfait monoatomique et est donnée par

- u_3
o

a. Quelle est I'interprétation microscopique de 1’énergie interne ? D’oll provient le fac-
teur 3/2 dans I’expression de u?

L
m

b. En déduire la relation :
E, + 2U = 0 (37)

entre ’énergie potentielle gravitationnelle et 1’énergie interne totale de 1’étoile U.
Cette relation est la formulation du théoréme du Viriel dans le cadre de notre étude.
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c. En supposant que I'étoile est “immobile”, c’est & dire qu’elle n’a pas de vitesse
macroscopique, déterminer ’énergie totale E;; de I'étoile en fonction de F,.

3. Le théoréme du Viriel permet de donner une premiére estimation de la durée de vie du
Soleil. Pour cela, on suppose que le Soleil peut se modéliser comme une étoile sphérique
homogene de rayon R et de masse M.

a. En utilisant la formule (11) pour 1'énergie potentielle, dans laquelle on posera £ = 1
pour simplifier, donner I'expression de 1'énergie totale du Soleil en fonction de Gy,
Mg et Rg. Faire 'application numérique.

b. On définit la luminosité d’une étoile comme étant la quantité d’énergie émise par
I’étoile par unité de temps. On mesure que la luminosité du Soleil est donnée par la
valeur Lg = 3,83 x 10% J.s~!. Estimer alors la durée de vie restante du Soleil 75 en
années (1 an = 365 jours).

c. Des mesures d’'une autre nature indiquent que la durée de vie restante est de ordre
de 10® années. Quelles sont les limitations du modele utilisé ici pour déterminer la
durée de vie du Soleil permettant d’expliquer cet écart ?

4. Une autre application intéressante du théoréme du Viriel est l'estimation de la
température moyenne des étoiles. Pour estimer la température Ty, du Soleil par exem-
ple, on la supposera uniforme.

a. En déduire alors 'expression de I’énergie interne totale du Soleil I/ en fonction de
T, de kg et du nombre total N d’atomes constituant le Soleil.

b. En déduire que, dans ce modele simplifié, la température du Soleil est donnée par :

M?2
T, = SN (38)
3ksNRg
c. Calculer N sachant que le Soleil est composé & 70% d’hydrogeéne et & 30% d’hélium
4 en masse. En déduire la température 7.

b. Les réactions nucléaires dans les étoiles

Dans les parties précédentes, on a vu que la gravitation peut permettre la formation des
étoiles et que, sous certaines conditions, ces étoiles sont stables d'un point de vue mécanique.
Cependant, la simple interaction gravitationnelle n’est pas suffisante pour expliquer le fonc-
tionnement d’une étoile comme le Soleil. En raison de la trés forte attraction gravitationnelle
dans D’étoile, la température devient tres importante et méme suffisamment grande pour que
puissent se produire des réactions nucléaires.

Les réactions nucléaires qui ont lieu dans les étoiles sont une source d’énergie primordiale
pour celles-ci. Elles varient en fonction de la température des étoiles, de leur masse et aussi de
leur stade d’évolution. Cette partie a pour objet 1’étude de certaines réactions. On supposera
qu’initialement une étoile est un gaz d’hydrogeéne.

1. Dans le premier stade de leur évolution, les étoiles sont principalement le siége de réactions
nucléaires qui mettent en jeu la transformation de 'hydrogene en hélium. Ces réactions
font-elle intervenir le processus de fusion ou celui de fission nucléaire ? Justifier.

2. Afin de comprendre dans quelles circonstances les réactions de fusion ou de fission
nucléaires sont favorisées, on étudie la courbe d’Aston (4) qui donne ’énergie de liai-
son par nucléon Fy(A, X)/A de chaque noyau 42X en fonction du nombre de masse A.
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a. Donner la signification physique de Z et de A dans la notation 42X d’un noyau.
Pourquoi I'énergie de liaison par nucléon est-elle plus intéressante que 1'énergie de
liaison elle-méme ?

F1G. 4 - La courbe d’Aston qui représente 1'énergie de liaison par nucléon d’un noyau en fonction
de son nombre de masse A. L’énergie de liaison est exprimée ici en MeV.

b. Sachant que I’énergie de liaison Ey(A4, X) d'un noyau 4X est 1’énergie minimale qu’il
faut lui fournir pour le dissocier en ses nucléons, déterminer Ey(A, X) en fonction de
la masse Mx du noyau, de A, de Z, de la masse du proton my, et de celle du neutron
my. Quelle est 'interaction fondamentale responsable des liaisons entre les nucléons
d’un noyau atomique 7

c. Grace a des arguments énergétiques, commenter la courbe d’Aston. Ol se trouvent
les noyaux les plus stables sur cette courbe 7 Quels sont ceux susceptibles de donner
lieu & une réaction de fusion? Quels sont ceux susceptibles de donner lieu & une
réaction de fission ?

d. La formule de Bethe-Weizsécker est une formule empirique qui donne I’énergie de
liaison E¢(A, X) sous la forme :

Z(Z -1) (N - 2)?
As T ey

Ey(A,X) = ayA — 0,43 — q, + a,A7/? (39)
Ol Gy, G, Q- s L ?13, sont des parameétres qu’il est possible de fixer en fonction
du type de noyau que 'on considére. Si les deux derniers termes ont une origine
purement quantique, les trois premiers termes de la formule ont une interprétation
classique. Que représentent physiquement ces trois premiers termes? On expliquera
en particulier les puissances de A qui apparaissent dans ces termes.

3. On étudie quelques réactions nucléaires spécifiques qui ont lieu dans le Soleil. Comme on
I'a déja souligné, la principale réaction nucléaire dans le Soleil est celle qui transforme
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I’hydrogeéne en hélium. Cette transformation se déroule en trois étapes :

() H+H—D+et 3y,
(i) D+ H — 3He + ~ :
(i  °He + *He — *He + H + H

ou H est le proton, D est le deutérium, #He est le noyau d’hélium et ~ est un photon.
a. Que sont les particules v, et e qui apparaissent dans la premiére équation ()7
b. Derriere cette premiere réaction se cache la “transformation” d’un proton en neu-
tron :

p— n+uv +et. (40)

Comment s’appelle cette “transformation” radioactive ? Quelle est I'interaction fon-
damentale qui est responsable de cette réaction radioactive ?

c. Il existe une réaction radioactive similaire qui transforme un neutron en proton.

1. Ecrire ’équation de cette réaction et donner le nom des produits de la réaction.
ii. La réaction précédente est au centre de la désintégration radioactive du carbone
14. Ecrire 1’équation de désintégration de (.
iii. Rappeler la loi de décroissance radioactive du nombre de noyaux de C en
fonction du temps de demi-vie T1 5.
iv. Décrire le principe de la datation par le carbone 14.
-v. Quelle est la raison de la présence de *C dans 1’atmospheére ?

d. Entre la réaction qui transforme le proton en neutron et celle qui transforme le
neutron en proton, laquelle est spontanée ? On justifiera la réponse.

e. La réaction (i) a lieu si les deux protons s’approchent & une distance § ~ 10™5m
Pourquoi ? Or pour se rapprocher 'un de l'autre, il est nécessaire d’avoir une énergie
suffisante pour “lutter” contre la répulsion coulombienne. Sachant que I’énergie d’in-
teraction coulombienne E.,,; entre deux protons distants de § est de I'ordre de

62

4?1'50(5
ou e est la charge élémentaire, en déduire 'ordre de grandeur de la température T},
dans le Soleil pour que I'énergie thermique des protons soit de I'ordre de grandeur
de Eco'ul-
f. Comparer les ordres de grandeurs de T,y et Tg (38). Commment expliquer malgré
tout que cette réaction nucléaire ait effectivement lieu ?

4. Quelle est I'origine du photon dans 1'équation (ii) ? Quel est I'ordre de grandeur de son
énergie e, 7 Quel est 'ordre de grandeur de sa fréquence f,? Quelle interaction fonda-
mentale est responsable de I’émission de photons ?.

5. Les trois étapes décrites ci-dessus donnent le cycle PP-I. Ecrire le bilan de la réaction
en supposant que D et *He ne sont que des “intermédiaires” réactionnels. En négligeant
I'énergie de v, et de «, calculer 'énergie Epp fournie par cycle PP-I1. En déduire que
énergie libérée par proton fusionné lors d'un cycle PP-I est approximativement égale &
0,7% de I’énergie de masse du proton, c’est & dire que :

Epp =~ 4x0,007m,c?. (42)

Ecom' ~ (41)
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6. On peut a nouveau estimer I'dge du Soleil en supposant que I’énergie émise provient
exclusivement de I'énergie libérée lors du cycle PP-I. On suppose qu’au départ le Soleil a
pour masse Mg, et est constitué d’hydrogéne pur. En outre, seuls 10% de la masse du Soleil
seront effectivement convertis en hélium, ce qui correspond & la masse du cceur du Soleil
ol ont lieu les réactions nucléaires. Estimer & nouveau 1'age du Soleil. Cette estimation
est-elle meilleure que celle faite dans la partie précédente ? Commenter.

7. 11 existe de nombreuses autres réactions nucléaires au sein des étoiles qui sont plus ou
moins favorisées selon la masse de ’étoile, la température et la nature des éléments cons-
tituant I’étoile. Lorsque la température de I’étoile augmente, le cycle CNO-I devient plus
efficace que le cycle PP-I. Il est défini par les six étapes suivantes :

(i) 2C+ H — BN + 4
(i) BN — BC + 2

) BC+H— MN 4y
(iv) - N+ H — B0 ++4
(v) YO0 — BN+
(vi) N+ H — 2C + *He

(241

a. Equilibrer les équations (ii) et (iv) en déterminant les produits z. Quelles lois de
conservations utilise-t-on pour équilibrer ces réactions ?

b. Faire le bilan de ce cycle. Quel est le role du carbone lors du cycle ?

8. Connaissez vous les raisons qui font qu'il est tres difficile de fabriquer des réacteurs de
fusion nucléaire sur Terre ? Citer deux raisons qui font de la fusion nucléaire un processus
plus intéressant que la fission nucléaire sur Terre.

22



4 L’effet de lentille gravitationnelle

Dans la théorie de la relativité générale d’Einstein, ’attraction gravitationnelle ne concerne
pas que les corps massifs; elle concerne toutes les sources d’énergie dans I’Univers en particulier
la lumiére ou de maniére générale les ondes electromagnétiques. Ainsi, un rayon lumineux est
“attiré” par les corps massifs. Cet effet n’est toutefois visible que si le rayon lumineux passe
a proximité d’une masse trés importante. Il a été confirmé pour la premiere fois en 1919 par
Eddington : celui-ci a montré lors d'une éclipse totale de Soleil que la position apparente d’une
étoile derriere le Soleil pendant 1’éclipse n’était pas la méme que sa position habituelle.

L'objet de cette partie est de comprendre ce phénomeéne & travers un moddle simplifié
et de voir comment on pourrait observer U'effet de lentille gravitationnelle avec une lentille
astronomique.

4.1 La déflection d’un rayon lumineux par le Soleil

La déviation d'un rayon lumineux par le Soleil peut se comprendre en dressant une analogie
avec l'optique. En effet, tout se passe comme si le Soleil modifiait autour de lui I'indice optique
du “vide” interstellaire. Cet indice optique “effectif” est non uniforme et il faudrait donc utiliser
les lois de 'optique géométrique dans les milieux non-homogenes pour étudier précisément la
déviation.

Pour simplifier ’étude, on suppose qu'’il existe une zone sphérique de rayon a centrée autour
du Soleil (mais hors du Soleil) dans laquelle I’indice optique n est uniforme et différent de
" l'indice optique dans le vide ng = 1. L’indice n est toutefois proche de 1 et est donné par la
formule (provenant en partie de la relativité générale) :

268 M, o

n =1
ac?

On donnera une interprétation physique du rayon a par la suite. La déviation s’explique donc
comme le résultat de la réfraction aux points 7 et J du rayon lumineux comme schématisé dans

la figure (5).

Fic. 5 — La déviation du rayon lumineux s’explique par la présence d’'une zone d’indice n
centrée autour du Soleil S. En dehors de cette zone, I’indice est ng = 1. Un rayon provenant
d’une étoile “a gauche” subit deux réfractions (en I et J) avant d’étre observé sur la Terre T.

On se propose alors de calculer ’angle de déviation (non-orienté) o entre le rayon incident
(& gauche du Soleil) et le rayon émergent (& droite du Soleil).
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1. Rappeler les lois de Descartes relatives & la réfraction.

2. Reproduire le schéma de la figure (5) et y faire apparaitre I'angle d’incidence 7 et I’angle
de réfraction r au point I ainsi que I’angle d’incidence 7’ et I’ angle de réfraction 7’ au
point J. Calculer « en fonction de ces angles et en déduire que :

a=206-r). (44)

Estimer n lorsque a est de I’'ordre de grandeur du rayon solaire Ro. En déduire que I'angle
de réfraction r est nécessairement trés proche de ’angle d’incidence i.

‘_'..0

4. On cherche alors r sous la forme 7 = i + € ol € < 4. Trouver € et en déduire ’expression
de l'angle de déviation « en fonction I'angle i en particulier.

5. Le parametre d’impact p est défini comme la distance la plus courte entre le centre du
Soleil et le rayon lumineux. Exprimer p en fonction de a et de I'angle 1.

6. En partant de la théorie de la gravitation d’Einstein, on trouve que 'angle de déviation

est donné par
o = 4gr\rﬂ/f@

pc?
ol p est & nouveau le parametre d’impact. Quelle relation doivent satisfaire a et P pour
que le modele simplifié reproduise le résultat précédent ? Cette relation est-elle réaliste ?
Comment pourrait-on modifier le modgle simplifié pour se rapprocher du résultat issu de
la théorie de la gravitation ?
7. Calculer numériquement « lorsque p = 1,5R,.

8. Pourquoi Eddington a-t-il attendu une éclipse de Soleil pour observer cet effet? Si on
suppose que I’étoile d’oti provient le rayon lumineux est ponctuelle, quelle est la forme de
'image de cette étoile observée apres la déviation ?

4.2 La mesure de I’angle de déflection par une lunette astronomique

Compte tenu de la valeur de 'angle « et de la faible luminosié du phénomene, il est nécessaire
d’utiliser un instrument d’optique pour réaliser I’observation. On suppose ainsi qu’on fait I'ob-
servation avec une lunette astronomique dont on va étudier quelques caractéristiques.

a. Les lentilles minces

1. On commence par rappeler quelques propriétés des lentilles minces.
a. Qu’est ce qu’une lentille sphérique ? Sous quelle condition une lentille sphérique peut
étre supposée mince ? b
b. Qu’est-ce que l'axe optique d’une lentille ?

c. Sous quelles conditions une lentille mince est-elle un systeme optique stigmatique ?
Enoncer précisément ces conditions.

d. Comment sont définis les foyers objet F' et image F’ d'une lentille ?
2. On note O le centre d’une lentille mince et f’ sa distance focale image.

a. Ecrire alors la relation de conjugaison avec origine en O qui permet de déterminer la
position de 'image ponctuelle A’ d'un objet ponctuel A sur 'axe optique. On pourra
noter p = QA et p' = OA'.
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b. Exprimer p’ en fonction de p et déterminer la distance la plus petite entre un ob jet
réel A et une image réelle A’ en fonction de f’. On suppose dans cette question que
la lentille est convergente.

c. On consideére un objet AB étendu perpendiculaire & I’axe optique : A se trouve sur
'axe optique et B est hors de I'axe. Tracer géométriquement I'image A’B’ de cet
objet, lorsque la lentille est convergente, dans les situations suivantes :

i. L'objet est réel et OA > f'.

ii. L’objet est réel et OA < f'.
iil. L’objet est virtuel.
Dans chacun des cas, on précisera la nature de I'image. On expliquera les regles de
construction.

d. Définir le grandissement transversal v d'une lentille mince. Exprimer + en fonction
de p et p'.

e. A quelle condition sur la position de 'objet observe-t-on une image droite plus grande
que l'objet ? Quel instrument d’optique simple fonctionne sur ce principe ?

b. La lunette astronomique

La lunette astronomique est formée de deux lentilles minces convergentes : une lentille L,
de centre O; et de focale f]; une lentille L, de centre O, et de focale f5. Une telle lunette est
schématisée sur la figure (6). Dans toute cette partie, on étudie la lunette dans les conditions
de stigmatisme approché.

Ll LZ

axe optique

O, O,

y \

F1G. 6 — Modélisation d’une lunette astronomique

1. La lunette astronomique est un systéme afocal.

a. Que signifie cette expression? Pourquoi est-il intéressant qu’une lunette as-
tronomique soit afocale ?

b. Déterminer alors ’encombrement de la lunette, & savoir la distance d = 0,0, en
fonction des focales des deux lentilles.

2. On observe & travers la lentille un objet ponctuel B & I'infini hors de I'axe optique. Les
rayons qui proviennent de B forment donc un faisceau de rayons paralléles entre eux et
faisant un angle  avec ’axe optique. L’angle est orienté de I’axe optique vers le rayon.
Tracer 'image d’un rayon du faisceau incident & travers la lunette.

3. Chaque rayon du faisceau émergent fait un angle # avec I’axe optique. Cet angle est
orienté selon la méme convention que I’angle §. Déterminer le grossissement G = /6 de
la lunette astronomique en fonction des focales f] et f;. Commenter le signe de G.
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4. On désire alors mesurer 'angle de déviation o du rayon lumineux en utilisant cette lunette
astronomique. Pour cela on régle la lunette de telle sorte que son axe optique soit confondu
avec l'axe passant par le Soleil et I’étoile d’ou1 provient le rayon lumineux.

a. Dans ce cas, quelle est la valeur absolue de 1’angle € que font les rayons provenant
de 1’étoile apres la déviation avec ’axe optique ?

b. Déterminer alors la valeur absolue de 'angle &' et faire 'application numérique en
prenant p = 1,5Rs, fi = 1 m et f; = 5 cm. Peut-on observer un tel angle a 'ceil
nu?

5. L’un des problemes importants dans 1'observation de cet effet par la lunette est le manque
éventuel de luminosité. Pour limiter ce probléme, I'observateur doit placer son ceil dans
les meilleures conditions & la sortie de lunette.

a. La position de I'ceil est-elle importante pour observer une image nette de 1'étoile ?

b. Le diaphragme d’ouverture de la lunette astronomique est la lentille, Ly ou L, qui
limite la quantité de lumiére qui entre dans I'instrument. Quelle lentille joue alors
le role de diaphragme d’ouverture en supposant que les deux lentilles ont le méme
diametre ?

c. Le cercle oculaire est défini comme le conjugué image du diaphragme d’ouverture par
la lunette. Déterminer alors la position O,C' du centre du cercle oculaire en fonction

de fi et f5.
d. Déterminer également le diametre d du cercle oculaire en fonction de G et du
diametre D du diaphragme d’ouverture.

e. Quel est I'intérét du cercle oculaire ? Ou 'observateur doit-il placer son ceil pour
avoir le plus grand confort visuel ?

En guise de conclusion, soulignons que méme si I’expérience d’Eddington a permis de valider
expérimentalement la théorie de la gravitation d’Einstein deés 1919, il a fallu attendre les années
1960 pour que les physiciens s’y intéressent vraiment avec la découverte fortuite du fond diffus
cosmologique. Or le fond diffus cosmologique est interprété comme une preuve de la théorie du
big-bang...
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